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Aula 9

Coeficiente de assimetria e coeficiente de kurtosis. Exemplo. Quantil de
ordem alfa para distribui¢des continuas. Mediana como medida de
localizagdo, amplitude inter-quartis como medida de dispersao. Exemplo.

Aula 10

Inicio do capitulo 3: Varidveis aleatérias bidimensionais. Funcdo de
distribuicao conjunta, propriedades. Fungoes de distribuicdo marginais.
Independéncia de variaveis aleatorias.

Varidveis aleatérias bidimensionais discretas. Fun¢do probabilidade conjunta.

Propriedades. Funcao probabilidade marginal. Exemplo.

Aula 11

Varidveis bidimensionais discretas: independéncia. Variaveis bidimensionais
continuas: func¢io densidade conjunta e funcgoes densidade marginais.
Independéncia.

Fungao probabilidade condicionada. Propriedades. Exemplo.

Aula 12

Fungdo densidade. Funcdo densidade de probabilidade condicionada.
Propriedades. Exemplo.




Pares Aleatorios Discretos

Distribuicao Conjunta, Marginais e Condicionais;
Independéncia; Covariancia e Correlacao



Par Aleatorio Discreto

PAR ALEATORIO

A um vector aleatério de dimensdo 2 chamamos um par aleatério ou variavel aleatéria

bidimensional.

Par aleatorio discreto:
Um par aleatorio diz-se discreto quando ambas as componentes sdo v.a.'s discretas. Assim (X,Y) é

um par aleatério discreto quando os dominios de existéncia das v.a.’s X e Y sao conjuntos finitos ou

infinitos numeraveis.

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)
b4 o)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcao de Probabilidade Conjunta

A funcdo de probabilidade conjunta do par aleatério (X,Y) € uma funcéo f(x,y) que associa a cada

elemento de R? uma probabilidade,

f(xy)=p;=P[X =x)Y =y].

Verifica as seguintes propriedades:

1. 0= fixy) =1, ¥V (xy) e R?

2. Y > f(xyy) =1.
]

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)

9, ®



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcao de Probabilidade Conjunta: Exemplo

Exemplo 6. Uma moeda equilibrada tem o algarismo 1 desenhado numa das faces e o algarismo 2

desenhado na outra face. A moeda é langada ao ar duas vezes. Seja a v.a. X — soma dos dois

nlimeros observados nos langamentos e a v.a. Y — diferenga dos mesmos nimeros (o primeiro menos

o segundo).

Q={(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)} funcéo de probabilidade conjunta, por vezes é representada através de um quadro.
N/

Para o exemplc ga fung&o de probabilidade conjunta de (X,Y) vem:
(X,Y)= (2,0) (3.-1) (3,1) (4,0)

x \v| - 0 1

Assim temos :

PIX =2)Y =0]=%: PIX =3 =-1]=%;

PIX =3Y =1]=%: PIX =4,Y =0]=%.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Marginais

Apesar de no par aleatério se proceder ao estudo em conjunto de duas variaveis aleatérias, isso ndo

impede que se possa estudar probabilisticamente cada variavel componente em separado. De facto é
possivel obter as fun¢des de probabilidade das variaveis X eY, individualmente, e a que damos o

nome de fungdes de probabilidade marginais:

Fungao de probabilidade marginal de X,

fx (X)=P[X =x, -0 <Y <4a0]=>"f(xy)

Funcéo de probabilidade marginal de Y

fy (y) =Pl <X <+0Y =y]=>"f(xy)

Estatistica e Probabilidades |l (uevora.pt)

®



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Marginais: Exemplo

Exemplo 7 (continuacéo)

Podemos calcular as probabilidades marginais, isto &, calcular a fungdo de probabilidade de X eY

usando a fungéo de probabilidade conjunta.

Assim,
PX =2]=P[(X =2} N{Y =-1hu (X =2}n{y =0 (X =2}n{y =1})]=

= P[X =2Y =-1]+P[X =2Y =0]+P[X =2Y =1]=%,
PIX =3]=P[(X =3}N{y =-1hu (X =3}n{¥ =0hu (X =3n{y =1}))]=
= P[X =3Y =-1]+P[X =3)Y =0]+P[X =3Y =1]=14,
PIX =4]=P[(X =4}n{Y =-1hu (X =40y =0hu (X =4n{y =1})]=

= P[X =4 =-1]+P[X =4 =0]+P[X =4 =1]=%,

Pelo que, a fungdo de probabilidade marginal de X é,

2
X = 1
4

x \vy| -1 0 1
2 0 174 0 174
3 1/4 0 114 112
4 0 114 0 114

1/4 1/2 1/4

S

—~
fungdo de probabilidade marginal de Y

soma de coluna

fungéo de probabilidade marginal de X

(soma de linha)

Elementos de Estatistica e Probabilidgdes Il (uevora.pt) O
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Funcoes de Probabilidade Marginais: Exemplo

x \y| - 0 1
0 1/4 0 1/4
1/4 0 1/4 1/2 fungio de probabilidade marginal de X
4 0 1/4 0 1/4 (soma de linha)
1/4 1/2 1/4 1
- Y _

fungdo de probabilidade marginal de Y

(soma de coluna)
Da mesma forma obtemos,

PIY =-1]="%, PlY =0]=% e PIY =1]=%,

A fungao de probabilidade marginal de Y sera,

Elementos de Estatistic Probabilidades Il (uevora.pt)

Y =4 1

N = ©
N

o

O quadro da distribuigdo de probabilidade conjunta de (X,Y) pode agora ser completado com mais

uma linha e uma coluna para as probabilidades marginais das v.a.'s XeY.


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Condicionais

A distribui¢do de probabilidade de X isolado e Y isolados sdo:

Sabemos que: g(x)=S f(x.,y) e h(y)=Y f(x,y) varidvel discreta
P(ANB) Y *
A)=—— A
P(B/A) 7A) , P(A)>0
Definindo: Temos que:
A — o evento onde X = x PX=x,Y=y) flxy)
PY=y/X=x)= : =——=, 9(x)>0
B~ oeventoondeY =y V= ) P(X = x) g(x) H
ou ainda

P(Y=y) hly)

[ ) www.cearidus.ufc.br/Arquivo o




Funcoes de Probabilidade Gondicionais: Exemplo

Considere-se a funcao de probabilidade conjunta f(x,y) apresentada

abaixo. Determine a funcao de probabilidade condicional de X dado
que Y=1 e considere esse resultado para calcular P(X=0|Y=1).

X
f(x,y) 0 1 2
0 3/28 9/28 3/28 15/28
y 1 6/28  6/28 - 12/28
2 1/28 - - 1/28
10/28 15/28 3/28 1 www.cearidus.ufc.br/Arquivo

P(X=0)= g(0) = Y (0,y)= (0,0)+f(0,1)+f (0,2)=10/28

Funcdo massa de probabilidade de X:

~ 0 1 2 e N
g(x) _é% 15 3 = distribui¢do de probabilidade

28 28

PX=1)= g1) = 3 f(1,y)= £(1,0)+ (1, 1)+ f (1, 2) = 15/28

\

P(X=2)= g(2) = i f(2,y)= f(2,0)= 3/28 marginal de X.




Funcoes de Probabilidade Gondicionais: Exemplo

Considere-se a funcao de probabilidade conjunta f(x,y) apresentada

abaixo. Determine a funcao de probabilidade condicional de X dado
que Y=1 e considere esse resultado para calcular P(X=0|Y=1).

x H i .
f(x,y) 0 1 2 Mas usando a definigdo:
0 3/28 9/28 3/28 15/28 PX=x/Y=y)= P{X:yx,_‘:’ =y) _ fE('Y):
y 1 6/28 6/28 - 12/28 Y=y) y)
2 1/28 = - 1/28 .
or definicdo: h(y)="Y f(x,
10/28 15/28  3/28 1 por definigdo: ~hly)=2 f(x.y)

6/28 1
P(x = =1)= = —
x=0/y=D= 578~ 2 o

P(x=2/y=1)= =0

6/28 1 12/28 aari
P(x=1/yv=1)= == pww.cearidus.ufc.br/Arquive
=1y == 282 ‘

1



Independéncia entre as Variaveis Aleatorias

Dada uma v.a. bidimensional (X.Y), as v.a. unidimensionais que a integram, X e Y, dizem-se

independentes se ‘

)= B0 - fly). ¥ (k).

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Independéncia Estatistica

(Dedugdo com analogia Teoria das Probabilidades) l

Sabemos que:

Sejam x e y duas varidveis aleatérias (discretas ou continuas) com distribuigdo de

P (A/B) = % = f(x/y) = f}(:((—y)),) probabilidade conjunta f (x, y) e distribuigdo de probabilidade marginais g(x) e
h(y), respectivamente. As varidveis aleatérias x e y sdo consideradas

Mas se A e B forem independentes: Estatisticamente Independentes se e somente se:

P (A/B)=P(A) = f(x/y)=9g(x) f (x,y) = g(x) . h(y)

Assim, para todos (x, y) dependendo do intervalo).

P(ANB)=P(A).P(B) = f(x,y)=9(x).h(y




Independéncia Estatistica

Generalizagdo

Seja Xi, Xz, . . . X,, n varidveis aleatérias (discretas ou continuas) com distribuigdo
de probabilidade conjunta f(xi, x2 . . . x») e distribuicdo de probabilidade
marginais fi(x1), f2(x2) . . . f3(x.), respectivamente. As varidveis aleatérias, Xi, X, .

.. X,, sdo ditas Estatisticamente Independentes se e somente se:

fx1, X2 ... %) = fi(x1) . fa(x2) . .. f3(xn)




Independéncia Estatistica: Exemplo

Mostre que as varidveis aleatdérias do exemplo ® ndo sdo estatisticamente

independentes.

9

f (x,y) = g(x) . h(x)

Vamos verificar em um par (x, y)

X
f(x,y) 0 1 2 Suponha (0, 0)
0 3/28 9/28 3/28 15/28
,y)=f(0,0)=3/28
y 1 6/28 /28 ~ 12728 Fxy)=10.0
2 1/28 ; ) 1/28 9 (0) = 10/28
10/28  15/28  3/28 1 h (0) = 15/28

Vemos que:

—Ft . ndo sdo estatisticamente independentes.

28 2828



Valor Médio do Par Aleatorio

Valor esperado:

Seja X uma variavel aleatéria. O valor esperado, média ou esperanca matematica de X, que

denotamos por E[X] (também representado por py ou u), quando existe, define-se por

EX]=>"xf(x) se X é uma variavel aleatéria discreta,
i

Propriedades do valor esperado:

Dadas X e Y duas variaveis aleatérias, e seja k uma constante real,
= E[kl= k;
* E[kX]= kE[X];

»  E[XtY]= E[X]+ E[Y]; Elementos de Estatistica e Prpbabilidades Il (uevora.pt)

=  E[XY]= E[X]. E[Y]+ Cov[X,Y]
Se X e Y forem independentes entdo E[XY] = E[X]. E[Y]



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Variancia do Par Aleatorio

Variancia:
Seja X uma variavel aleatéria. A varidncia de X, que denotamos por Var{X] (também representada por
o% ou simplesmente g2), & definida por:

Var[X] = E[(X- ux)1,

ou seja,

Var[X]= Z(Xi -ux ) f(x) seXéumav.a. discreta,
i

Propriedades da varidncia:
Dadas X e Y duas variaveis aleatdrias, e seja k uma constante real,
*  Varlk] =0;

»  VarkX] = k*VarX];

= Var[XtY]= Var[X] +Var[Y] £ 2Cov[X.Y];

. Se X e Y forem independentes entdo Var[XY] = Var[X] +Var[Y] Elementos de tistica e Probabilidades Il (uevora.pt)
+ VarlxX] = EXY- EX] O
Onde,

E b( 2J= lezf (x,)  seXéuma variavel aleatéria discreta,
i



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Covariancia do Par Aleatorio

Covariancia:
A covaridncia entre X eY, representa-se por Cov(X,Y)ou simplesmente oy v, e define-se como

Cov[X, Y]=0xy =E[X- M) (Y- Wyl

ou seja,
Cov[X.Y ]=ZZ(}(i - pax (X - 1y )-f[)(i ,yj) se (X,Y) é uma v.a. discreta,
P

Uma outra férmula para calcular a covariancia E[XY ]=szly|f(xi ,yj) se (X,Y) & uma v.a. discreta,
CoviX,Y] = E[XY]- E[X] E[Y]. b

onde

S, Propriedades da Covariancia:

Sejam X eY duas varidveis aleatdrias e a, b, c e d constantes reais,

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt) = X eY sdo variaveis independentes =Cov(X,Y) =0

. (Nota: O reciproca pode ndo ser verdadeiro. O facto de Cov(X,Y) =0 ndo implica a
indepndéncia entre X eY, pode existir uma ligagéo néo linear entre as variaveis.);

= Cov(X,X)= Var[X];

= Cov(aX+b, cY+d)=acCov(X,Y).


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Coeficiente de Correlacao do Par Aleatdrio

« Coeficiente de correlacao:

O coeficiente de correlagao é definido como:

_ ~_ Co XY) _ Oxy
P=Pxy _Warg(hlarﬁf]_oxcy

Propriedades do coeficiente de correlagao:

Sejam X eY duas variaveis aleatérias e a, b, c e d constantes reais,

" 1<pxy<T;
* Se X e Y sao variaveis aleatérias independentes, entdo pxy = 0;

* O coeficiente de correlagdo nao se altera quando as variaveis sofrem uma transformacgao
linear positiva, ou seja, O

Pax+b,cy+d =Px.y seac > 0.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Pares Aleatorios Discretos: Exercicios

Distribuicao Conjunta, Marginais e Condicionais;
Independéncia; Covariancia e Correlacao
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5.1 Uma loja de electrodomésticos vende televisores da marca X e da marca Y. A fun-
cao de probabilidade conjunta do niimero de televisores vendidos diariamente é a se-
guinte:

Y\X| 0 1 2

0.12 0.25 0.13
0.05 0.30 0.01
0.03 0.10 0.01

N = O

(a) Calcule as funcdes de probabilidade marginais de X ede Y.
(b) Calcule a funcao de distribuicdao marginal de X.

(c) Calcule a probabilidade de que num dia a marca Y seja mais vendida do que a
marca X.

(d) Determine o valor esperado e a variancia do niimero total de televisores vendidos
diariamente.




Exercicio 5.1 (a): Fungoes de Probabilidade Marginais

o1 2 | Ply=2¢)

—

012 025 013 | O-\2140- 25413 TO.§7
0.0570:30 001 | ©.0540:30¥0.0) = O, 3 4
0.03 0.10 0.01 o.ox L O-lU£0.01z Ol

02,

f(x)= 10.65,
0.15,

x=0
x=1;
x=2

Slides Professora Clatdia Nunes



Exercicio 5.1 (b): Funcao de Distribuicao

nx] o 1 2 | PCy=2¢) B

012 025 013 | O-\240- 254013 TO.§

0
1 0.05 030 001 | ©.OF+0: 30 o.0l- 0,3 '
2 003 010 001 ] p.oxy 4O0-lO£0.01= O

[0.2, x=0

fX(x)=10.65, x=1;
0.15, x=2

Slides Professora Clatdia Nunes



Exercicio 5.1 (¢c): Fungao de Probabilidade

nx] o 1 2 | PCy=2¢) B
025 013 | O\240- 254013 TO.F
O.OF+0:30f0.0) 2 O, 3 4
0.03 £0-lO+£0.01z Ot

0.30 0.01

P(Y>X) = P(X=0, Y= 1) + P(X=0, Y= 2) + P(X=1, Y= 2) = 0,05+0,03+0,1 = 0,18

Slides Professora Clatdia Nunes



Exercicio 5.1 (d): Valor Médio e Variancia da Soma

nxT o 1T 2 | Ply=2¢)
0 1012 025 013 | O-\r40- 254013 TO.§
1 10057030 001 | ©.05+40:33¥0.0) = 0,3 ¢
2 (003 010 001| oon<O-l040.01= O

Cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(Y)

E(X+Y) = E(X) + E(Y) = 0,95 + 0,64 = 1,59 / , »
Slides Professora Claudia Nunes
Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2x Cov(X,Y) v
= (1,25 - 0,95"2) + (0,92 — 0,64/2) + 2x(0,56-0,95*0,64) = 0,7619




Pares Aleatorios: Fungao de Probabilidade Condicional

Considere-se a funcao de probabilidade conjunta f(x,y) apresentada abaixo.

Determine a fun¢ao de probabilidade condicional de X dado que Y=1.

Corecirnigacd  (o—che o @

o 1 2 | PCy=2¢)

[ ecp-a: ’%[A\?D: PlaoRd ) Y\X
PR 0 1012 025 013 | O\L40-25+4013 TO.§
~a—cho \ Ne—C. 253 A . O o0 - O
Td?_}-f\\-.ﬂ pno\sal»f dch —Zaw-bs_f‘\--c--l)_s .-é:jn\cfﬂ :\;‘:fs\acaes 1 ﬂrnﬁ uiaﬂ u'ﬂl Gﬂcr-“ ‘bd-F ’Bé
2 0.03 010 0.01 aug_@c}-lufﬂ,ﬂl: O
)?’\3‘1 lo—cHliciomecle e X ,Qf\—)/
P(K;?,\.: -~ Gj(’x:_:r =9) \f;(/ > ) o _
y=9) = T2y o Cxe—plo. O.Zz 2= o
T '
P x-= ) )= @’(x 2 y=1) _
FCy=1) 0.>%>© 2 = |
O. 26
O-b5) 2~ 2
O- ?é.

Slides Professora Claddia Nunes O C.e.




Pares Aleatorios: Fungéo de Distribui¢ao Condicional

AxT o 1 2 | PCy=2¢)

012 025 013 | O.\2L+40- 254013 TO.§

0
1 1005030 001 | ©O.05€0:30f¥C.0) = 0,3 4
2 003 010 001 p.on40O-lO$0,01= O

A ese clesw S?nb\oalajro&cﬂ-e (ol tom cck, Poclorn D\

cosfoe

° TU"\C.A'D e L sl/\tL.)\.ACc.D CoO—c i tio—ecte cle
L2~1L y

Slides Professora Claddia Nunes



Pares Aleatorios: Fungéo de Distribui¢ao Condicional
Exe ~lo: f;:x[y(;.e) - ?(x < :v:}y: L)

[ T, (. P(x< 2) ]

< »rco
=
v ) .o ©% > 4
C. 3¢
0.05 £0.30 Le 2% 9o
O.ze
Y\X 0 1 2
0 |[022 025 013 _ _
1 005 030 001 ?(,\(5!.."5,7_0) z
2 003 010 001

; Slides Professora Claddia Nunes
TR olafoas
P(y_-,o)

Y(xe L 3ly =) - {-[ (L3). OoS<toip
X ‘




Pares Aleatorios: Valores Esperados

Condicionais
Voldoes 2spercddos (o—clicioacles
+ =
E[XJ}’:“;JLJ: 2 %?(X:De}\/:gu)
P ol

. Q .
EXo~pl o E(,K‘Y':.l_] - 2 Dc@(x:x/yzl)

mplo: Ces TILO

RE 1Y) B4 EC7 I A AN R -~ Ox 005
?(K N}Y f(:;;.) | %%E = O-Bé
0-=) >> 2
3¢ Ly 020 |, 2xo0.0)
o | c.e. o 3L O- 36

rofessora Clatudia Nunes



Pares Aleatorios: Variancias Condicionais

£ Lx*ly=47= X—_ip 222 Plxz2ly=g)

+

2 G() flx=2ly=5)

-
XK=

E( %[@[Yi(@t’):

vae(xly =4z elx?y=9d - € (xly=4]

-L/OTJ\ ldlg'-"‘\'f‘-é‘____g O?.ﬁj(\u f.am (Cﬁéhcﬂahﬁ-—\! cd?.cdok

OQr-S (Pm o (=So OQP )/m—d&mcﬁo

lides Professora Clatdia Nunes



Funcao de Distribuicao Conjunta

Dada uma v.a. bidimensional (par aleatério) (X,Y), discreta, a fungdo de distribuigdo conjunta de (X,Y)

¢é definida da seguinte forma:

Fiy)=PX <xY <y]=3">fk.y,),

X% =Xy =y

e satisfaz as seguintes condigbes:

—

lim F(x,y)=0, com y fixo;
2. limF(x,y)=0, com x fixo;
Y——0

3. lim F(xy)=0;

Xy——x

4. lim F(xy)=1;

XY+

5. 0= F(x,y)=1, ¥ (xy) € R

6. F(xpyi) SF(GY2), VX <Xz, Yi1<Ys

statistica e‘Probaﬁrﬁdadgs Il (ugvora.Q
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Funcao de Distribuigao Conjunta

A Tin poabiliclocl, Comive poclanss 02074\.4‘
= C—; CQ-QGA QQ! 5‘-]‘/\\\3\.4.(:5 Ccv—-ﬁ)\r'-:ﬁ. - f -
/ ’

Fx,v(?f%): Plxe = yeg)

ehwp[af
SR — 'ﬁx,y(l.,i.) -PlxeLye)
1 1005 030 001
2 0.03 010 0.01
S - 2 2 flxa=x y=
e\ 9stL 27 31)

- 0.l 24D, 25 £ 0.05 4t 0D. 3D
B~ Tea—os e faspaiecl e, Tem—  frdpaiectecles
QCV‘H: “"MI-S 2 -?\' CO‘SFT(\I‘D\-'CB PC-V‘\:. e ] L
e ~ Slides Professora Claudia Nunes
Tﬂ'—-&ao O C);g\—e He LS %ﬁ &"—JUA«-. Te~—oss 2 V..
MT&‘. Tel conD o CeSo Lr-\\fc-/\\‘(.d.)) T\.') PaCﬂﬂ’f‘\—o‘j
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Funcao Densidade de Probabilidade Conjunta

A fungdo f(x, y) é uma fungdo densidade de probabilidade conjunta das varidveis

aleatérias x e y se:

1. f(x,y)=0p/ todos (x,y)
2. [T f(xy) dx dy =1

3. P[(X,Y) e A]= [[f(x,y) dx dy para qualquer regido A no plano xy.




Funcao Densidade de Probabilidade Gonjunta: Exemplo

Uma fdbrica de doces distribuiu caixas de chocolates com mistura de creme, toffees e

améndoas, envolta em chocolate branco e marrom. Para uma caixa selecionada ao acaso,

seja x ey, respectivamente, a propor¢do de chocolate branco e marrom existente no

creme e suponha que f.d.p. conjunta é:

A funcao f(x,y) € uma fdp conjunta?

f(x.y)= %(2x+3y) 0<x<1,0<y<t

outros valores

0,



Funcao Densidade de Probabilidade Conjunta: Exemplo

+o0 400 2
a2 L f - d d = —(2 3 d
A funcao f(x,y) e uma 3 Ibepis dy [ [ & @x+3y)dxdy
fd p conju i = integra em relagdo a "x"; depois em relagdo a "y".
2
2 x?
= £(27[ +3yx [ de

=2 [ (+3y)e

:Edy+[3ydy]
:Yf,+¥ﬁ }

212+3
3] 2243 g o)
_+z] 5[2} e

g Gl w» o
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Funcoes Densidade de Probabilidade Marginais

g(x)=> f(x,y) e h(y)=> f(x.y) varidvel discreta

g(x) = Tf(x, y)dy e h(y)= j:'f(x, y)dx | varidvel continua

www.cearidus.ufc.br/Arquivo




Funcoes Densidade de Probabilidade
Marginais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) apresentada abaixo. Determine

a fdp marginal de X definida por g(x):

Por defini¢do a distribuigdo de probabilidade marginal de x é dada por:

o) = [f(x,y)dy

fx,y)= x¥)=| 2 (2x+3y) 0<x<1,0<y<1
0

1
outro valor = [Z(@x+3y)dy== {ny
0

www.cearidus.ufc.br/Arquivo




Funcoes Densidade de Probabilidade
Marginais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) apresentada abaixo. Determine

a fdp marginal de Y definida por h(y):

h(y) = [E(ey)x = [ @x+3y)ix

2 2 |y 1
fix.y) = xy) =15 (@x+3y) 0<x<1,0<y<1 =212 el = 2[4 3y]
5 2 o 0 5
0 outro valor 2+ 6y
- 5 ou seja:

www.cearidus.ufc.br/Arquivo “

p/0<y<l (




Funcoes Densidade de Probabilidade Condicionais

Sabemos que: 9(")=__£ fx,y)dy e h(Y)=__£,f(X,y) dx varidvel continua

P(ANB)

PB/A)=""" ,P(A)>0
P(A) Temos que:
Definindo:
PY =y /X =x)= fxy
A —> o evento onde X = x 9(x)
ou ainda

B> oeventoondeY =y

PX=x/Y=y)= -




Funcoes Densidade de Probabilidade
Condicionais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) = 10xy?
a) Determine as fdp s marginais de X e Y definidas por g(x) e h(y),

respetivamente.
b) Determine a funcao densidade condicional de Y|X.
c) Calcule P(Y>0,5| X=0,25)

a) 1
- [f(x, — [10xy3d - < 10y2 X2 [x =y
9(x) J:D f(x Y):IY )_([ Xy dy h(y) = [’m f(x, yHx = x!:oxyzdx = YT -0
_10xy® |t _10x o x)= 10X 10x* = 5y2(y? - 0)=5y*
-3 | 3 - 3

—(—x3), O<x<1

dx)=37 =3

Www.cearldus.urc.or/Arquivo
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b)

Funcoes Densidade de Probabilidade
Condicionais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) = 10xy?
a) Determine as fdp s marginais de X e Y definidas por g(x) e h(y),

respetivamente.

b) Determine a funcao densidade condicional de Y|X.
c) Calcule P(Y>0,5| X=0,25)

f(y/x)

- _ flx,y)  10xy?
por definigdo f(y/x) = 500 ~ 10 x(1_ x3)
3

www.cearidus.ufc.br/Arquivo

T 310xy? 3y
C1ox{t-x3) {t-x3) O<x<y<l




Funcoes Densidade de Probabilidade
Condicionais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) = 10xy?

a) Determine as fdp s marginais de X e Y definidas por g(x) e h(y),
respetivamente.

b) Determine a funcao densidade condicional de Y|X.
c) Calcule P(Y>0,5| X=0,25)

C
) 1
P(y>5\x=0,25] Pla<y<b/X=x)= ff(y/x}dy
o ~ 3y . 3 20, _ 3 Y1
Por definigdo: / a Il*’2(1—x3]dy " (1-0,25°) Y= (1-025°%) 3 |1/2
Pa<y<b/X=x) ffy/xldy y. ) (1 1) (I_I/BJ 5 7 764 53 8
2 r Y - _i__ 22 z2 o
“por definiglo f(y/x) = fgz,))f)=1010(xy ) [1_0:253] 8 1-1/64 E - 63 8 63 B 3 B 9
i X Exlt-x® 64
3 6

_ 310xy? 3y

_ - 1
oxli—x) oxs) «  O<x<v<




Funcao de Distribuicao Conjunta

Ty
FX,Y(QJ,'y) - P(X <z,Y < y) :f / fx,y(a?,y) dz dy

Distribuicbes Conjuntas de Probabilidade | Resumos LEIC-A



https://resumos.leic.pt/pe/distribuicoes-conjuntas/#pares-aleat%C3%B3rios-cont%C3%ADnuos

Funcoes de Distribuigao Marginais

Fe(a) = P(X <) = [ " fe(w)du  Fyly) = P(Y <y) = / " fr(w) du

Dristribuicc”)es Cbniuntas de Prrobabilidade Ir Resumos LEiC-A



https://resumos.leic.pt/pe/distribuicoes-conjuntas/#pares-aleat%C3%B3rios-cont%C3%ADnuos

Obrigada!

Questoes?

¢ o)
T Ve ST NS RSV



	Diapositivo 1: Estatística I Licenciatura em Gestão e Licenciatura em Finanças 2.º Ano/2.º Semestre 2023/2024 
	Diapositivo 2: Aulas Teóricas N.ºS 10 e 11 (Semana 6)
	Diapositivo 3: Conteúdos Programáticos
	Diapositivo 4
	Diapositivo 5: Pares Aleatórios Discretos
	Diapositivo 6: Par Aleatório Discreto
	Diapositivo 7: Função de Probabilidade Conjunta
	Diapositivo 8: Função de Probabilidade Conjunta: Exemplo
	Diapositivo 9: Funções de Probabilidade Marginais
	Diapositivo 10: Funções de Probabilidade Marginais: Exemplo
	Diapositivo 11: Funções de Probabilidade Marginais: Exemplo
	Diapositivo 12: Funções de Probabilidade Condicionais
	Diapositivo 13: Funções de Probabilidade Condicionais: Exemplo
	Diapositivo 14: Funções de Probabilidade Condicionais: Exemplo
	Diapositivo 15: Independência entre as Variáveis Aleatórias
	Diapositivo 16: Independência Estatística
	Diapositivo 17: Independência Estatística
	Diapositivo 18: Independência Estatística: Exemplo
	Diapositivo 19: Valor Médio do Par Aleatório
	Diapositivo 20: Variância do Par Aleatório
	Diapositivo 21: Covariância do Par Aleatório
	Diapositivo 22: Coeficiente de Correlação do Par Aleatório
	Diapositivo 23: Pares Aleatórios Discretos: Exercícios
	Diapositivo 24
	Diapositivo 25: Exercício 5.1 (a): Funções de Probabilidade Marginais
	Diapositivo 26: Exercício 5.1 (b): Função de Distribuição
	Diapositivo 27: Exercício 5.1 (c): Função de Probabilidade
	Diapositivo 28: Exercício 5.1 (d): Valor Médio e Variância da Soma
	Diapositivo 29: Pares Aleatórios: Função de Probabilidade Condicional
	Diapositivo 30: Pares Aleatórios: Função de Distribuição Condicional
	Diapositivo 31: Pares Aleatórios: Função de Distribuição Condicional
	Diapositivo 32: Pares Aleatórios: Valores Esperados Condicionais
	Diapositivo 33: Pares Aleatórios: Variâncias Condicionais
	Diapositivo 34: Função de Distribuição Conjunta
	Diapositivo 35
	Diapositivo 36: Pares Aleatórios Contínuos
	Diapositivo 37: Função Densidade de Probabilidade Conjunta
	Diapositivo 38: Função Densidade de Probabilidade Conjunta: Exemplo
	Diapositivo 39: Função Densidade de Probabilidade Conjunta: Exemplo
	Diapositivo 40: Funções Densidade de Probabilidade Marginais
	Diapositivo 41: Funções Densidade de Probabilidade Marginais: Exemplo
	Diapositivo 42: Funções Densidade de Probabilidade Marginais: Exemplo
	Diapositivo 43: Funções Densidade de Probabilidade Condicionais
	Diapositivo 44: Funções Densidade de Probabilidade Condicionais: Exemplo
	Diapositivo 45: Funções Densidade de Probabilidade Condicionais: Exemplo
	Diapositivo 46: Funções Densidade de Probabilidade Condicionais: Exemplo
	Diapositivo 47: Função de Distribuição Conjunta
	Diapositivo 48: Funções de Distribuição Marginais
	Diapositivo 49: Obrigada!

